PHEP TiNH VI PHAN HAM NHIEU BIEN
1.1. Khai niém co bdan

1.1.1. Pinh nghia ham 2 bién, ham nhiéu bién, tip xdc dinh, tap gid tri, do thi

Trong giai tich 1chung ta di nghién ctru cac van dé ctia ham sé mot bién,
tuy nhién trong thyc té chung ta thudng phai xét cac ham phu thudc nhiéu bién
doc 1ap. Vi du ta goi nhiét do do duogc tai diém (X,y,z) trong mét cin phong 14 f,
rd rang nhiét do f phu thude vao X, y, z va ta viét f=f(x,y,z); tuy nhién cac thoi
diém khac nhau nhiét do tai cing mot diém ciing khac nhau, vay f cling phu thudc
vao thoi gian t, nén f=f(x,y,z,t)... va clr nhu vay f c6 thé phy thudc nhiéu bién
khac nhau.

Chuong nay chung ta tim hiéu cac khai niém co ban vé ham nhiéu bién.
Dinh nghia 1.1.
Cho X latap con cua R", anh xa

f:X- ]R%: (%1, X2, ey Xp) P f(X1, X3, ooy Xp)

duogc goi 1a ham n bién x4c dinh trén X.

Nhu vay mot ham n bién xéac dinh trén X 1a mot phép tuong tGng: cho tng
mdi bd 86 thuc (xq, Xo, ..., X)) €X véi mdt sd thue xac dinh ma ta ky hiéu la
f(x1, X9, ooy Xp)-

Vidu 1.1: f:R3 > R,(x,y,2) — 1+ x +y + z, 10 rang voi ham f xac
dinh nhu trén, ta c¢6 f(1,2,3)=1+1+2+3=7. Dé don gian ta thuong viét cho ham

f(x,y,2)=1+x+y+z.

Khi n=2, ta ¢6 ham hai bién v&i X 14 tip con ctia R? va

| fiX =R @Y = f@Y)
la ham 2 bién xac dinh trén X.

Cac khai niém sau day ta xét trén ham hai bién, véi cac ham sb bién 16n
hon 2 dugc dinh nghia hoan toan tuong tu.

Tdp xdc dinh: La tap con ctia R? lam cho ham s6 c6 nghia.

Tap gia tri: T={z€ R| 3 (x,y)€ R? f(x,y)=z}.

Vi dy 1.2:

fIRRSR (y) = fx,y) =x+y

Tap xéac dinh X= R? tap gia tri T= R vi moi z€ R déu t6n tai (x,y) € R?
sao cho z=x+y.

Vidu 1.3:

iR 5 R, (6y) & f@y) = VI + .

Tap xac dinh X={(x,y)€ R?x>0, y>0}, vay X chinh l& goc phan tu thir nhat
trong mit phang OXy; tap gia tri T= R* vi moi z€ R* déu ton tai (X,y)EX sao cho
Z=X+y.

Vidu 1.4:



FiB B (59) v f(59) = 1= 72
Tap xac dinh X = {(x,y) € R?*|1 — x* — y? > 0}, chinh Ia hinh tron c6
tam 1a gbc toa do, ban kinh bang 1.

v

Hinh 1.1

Tap giatriz = /1 — x2 — y2, vay T={z€ R| 2>0}.

Po thi ciia ham hai bién

Ham diém

Xet ham s f: (xy) = f(xy).

Véi mbi cip s6 thue (x,y) xac dinh mot diém M(x,y) trong khong gian hai
chiéu Oxy nén ta c6 thé xem ham 2 bién f(x,y) 1a ham caa diém M(x,y):

M — f(M)

Véi mdi diém M(x,y) trong mat phang Oxy qua ham f Gng voi 1 diém
P(x,y,z) trong khong gian 3 chiéu voi z =f(x,y).

Tap cac diém P khi M chay trong D goi 12 d6 thi ctia ham s6 z=Ff(X,y) X&c
dinh trén D, thuong dugc ky hi¢u grapf voi

grapf = {(x,y,2) € R®|z = f(x,)}.

Hinh 1.2



Vidu 1.5: D6 thi ham s6 z = 4/1 —x? - y 1a nira mit cau tAm O, ban kinh
bang 1 nam vé phia z >0. |

Z2=+1- x? —
i
Hinh 1.3
Vi du 1.6:

Cho ham f(x,y) = x? + y?2.
grapf = {(x,y,z) € R3|z = x% + y?} 1a mot paraboloid tron xoay.

Hinh 1.4

Khi cho z=C>0 ta ¢6 x? + y? = C 1a mot duong tron tdm 0, ban kinh vC
duoc goi 1a dwong mite (gibng nhu duong binh d6 trong ban dd quan sy) tuong
tmg z=C, vé&i cac duong mirc ta c6 thé hinh dung hinh dang cta d6 thi trong
khong gian 3 chiéu.

A duong muc z=9
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Hinh 1.5
Véihamnbién (n>3) Dc R"f: D — R ¢6
grapf - {(xlerJ e Xy Z) € ]Rn+1|Z - f(xpxz' . xn)}

duoc biéu dién trong khong gian n+1 chiéu, trong thuc té khong gian voi sb chiéu
16n hon hodc bang 4 khéng thé mé ta hinh hoc duoc, nén thudng cac bai toan
trong céc truong hop nay chi “gidi quyét” theo cach hoan toan giai tich.

Chay:

- Ham n bién (n>3) ciing duoc xem 13 ham diém.

- Cac dinh nghia vé lan can, tap dong, tdp mo... tuwong tu cac dinh nghia
tuong mg ctia ham 2 bién.

- Cac dinh nghia vé tong, hiéu, tich, thuong ctia 2 ham, phép hop cac ham
n bién (n >2) ciing twong tu cac dinh nghia twong tmg ctia ham 1 bién.

1.1.2. Sw héi tu trong R, tdp bi chdn, tip déng, tip mé, diém tu, diém trong, diém
ngoai, diém bién, bién, lin cdn.
- Tap phang 14 tip céc diém cing nam trong 1 mat phang.
- Mot tap phang duogc goi 1a gidi ndi (bi chin) néu ton tai hinh tron chira
no.
Vi du 1.7: Tap X={(x,y)€ R? x>0, y>0, x+y<1} la tdp giGi ndi.
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Hinh 1.6
Vi du 1.8: Tap X={(x,y)€ R? x>0, y>0} 1a tdp khong gidi ndi.
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Hinh 1.7
8- ldn cdn cua diém M, trong mit phang 13 tap tat ca nhimg diém M cua
mat phang sao cho khoang cach tir M dén M,: d(Mo, M) < 8. (1a phan trong cua
hinh tron tdm Mo, ban kinh 6). & - ldn cdn cia diém M, trong khdng gian n chiéu
1a phan trong ctia qua cau tim My, ban kinh &,

Hinh 1.8

- Lan cdn cua Mo 1a tap hgp chira mot o - 1an can nao do cua M.

- Piém trong: Piém T cua E duoc goi la diém trong cua E néu tdn tai mot
lan can nao d6 clia nd nam hoan toan trong E.

- Diém ngoai: Piém N dugc goi 1a diém ngoai ctua E néu ton tai mot 1an
can nao do6 cua nd hoan toan khong chtra trong E.

- Diém bién: Piém B duoc goi la diém bién cta E néu moi 1an cén cua nd
vira chtra nhitng diém trong cta E va chira nhitng diém ngoai thudc E.

- Bién: Tap tat ca nhimng diém bién ciia E duoc goi 14 bién cua E.

- Tdp mo: Tap E duogc goi 1a mé néu moi diém cta né déu 1a diém trong.

- Tédp ddéng: Tap E duogc goi la dong (kin) néu nd chira moi diém bién cua
no.

- Tdp compact: Tap dong, gidi ndi goi 1a tap compact.

- Tdp lién thong

Tap E — R"duoc goi 13 lién thong néu c6 thé ndi 2 diém bat ky M, N cua
n6 boi 1 dudng lién tuc nam hoan toan trong E.

Tap lién thong dugc goi 1a don lién néu n6 bi gi61 han boi 1 mét kin, trong
truong hop khong gian 2 chidu nd giéi han boi 1 dudng cong kin.

Tap lién théng duoc goi 1a da lién néu né bi giéi han bai nhiéu mat kin
(truong hop n=2 gidi han boi cac dudong cong kin) ro1 nhau ting do6i mot.

Tap lién thong don lién Tap lién thong da lién
Hinh 1.9
Vidu 1.9:



Tap M={(x,y)€ R?| x% + y? < 1} 1a tap dong, gidi noi.

Tap N={(x,y)€ R? x? + y? < 1} 1a tdp md, gidi noi.

Tap P={(x,y)€ R? x>1, y>1} la tip dong nhung khong gidi ndi.

Tap R={(x,y)€ R? x>1, y>1} 1a tip mé&, khong gidi noi.

Tap S={(x,y)€ R? x? + y? < 1, y>0} la tap khong dong, khong mo.
Tap U={(x,y)€ R?| x2 + y? < 1, x? + y? > 4} la tap khong lién thong.
(Ca hai tap M, N déu c6 bién 1a duong tron x2 + y? = 1).

Bai tap:

V¢ hinh va phan tich cac tap trong vi du 1.9.



